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OBSERVACIONES SOBRE LA ACTIVIDAD MATEMATICA

Leopoldo Bertossi D. Dr. Mat. (*)

R E S U M E N

Este articulo hace algunos alcances sobre la inserci6n de la
actividad matemdtica en el contexto cultural general y sobre la naturaleza del
conocimiento matemdtico, en especial sobre Su "universalidad". Tambi6n
muestra ciertos tipos de problemas matem6ticos a los que se ven enfrentados
aquel los m6s interesados en los fundamentos de su 6rea de trabajo.
Finalmente discute nuevas tendencias en la matem6tica y las posibil idades
que hay para el matem6tico de comunicarse, a trav6s de su disciplina, con
cientff icos y profesionales de otras dreas del conocimiento.

ABSTRACT

This  a r t i c le  p resents  some cons idera t ions  on  the  ro le  o f
mathematical activity in the generdl cultural context and about the nature of
mathematical knowledge, specially about its "universality". In addition, some
kinds of mathematical problems confronted by those who are interested in the
loundat ions of  the discipl ine are shown. Final ly,  new trends in mathematics
and the  poss ib i l i t i es  fo r  the  mathemat ic ian  to  comunica te  th rough
mathematics with scientists and profesionals of othpr areas of knowledge are
discussed.

( * ) Depto. Ciencia de la Computaci6n.
Chile.
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para descubrirlas y demostrarlas serAn aceptados por un m.atem6tico
americano, y reciprbcaments. Siempre es posible que uno de ellos no se
interese porios reiultados del otro, o que estime que- los m6todos empleados
no son 6s m5.s hermosos (siempre hay una evaluaci6n est6tica de resultados
y m6todos). En todo caso, la verdad matemAtica encontrada por cualquier'maiem6tic6 

pasar6 a formar parte del c0mulo de conocimientos matem6ticos
universalmehte compartidos. Esta es una caracteristica interesante de la
actividad matemdticd: la matem6tica, en contraste con otras disciplinas del
conocimiento, es acumulativa.

Se ha llegado a este caracter universal de la matemAtica, o, p.or lo
menos, a reconocerlo claramente, no s6lo por la naturaleza del conocimiento
matem6tico que, desde el punto de vista epistemol6gico,.no ha.cambiado;
sino especialmente por el pbpel clarificador y organizador de aquella drea de
la matdm{tica l lam'ada fJndamentos de la matemdtica que se desarrolla
persistentemente desde fines del siglo pasado y cuyos objetos de estudio
bon las teorfas matemAticas mismas, las estructuras matem6ticas en'general
y las demostraciones matem6ticas. Es interesante deslacar_aqui .que se
6studia matematicamente los objetos y m6todos matemdticos. Esta situaci6n
aparentemente parad6jica se iesuelve distinguiendo cuidadosamente los
niveles de lenguaje.

PRINCIPIOS DISCUTIBLES

precisamente el 6rea de los fundamentos de la matem6tica, es un
ejemplo para i lustrar algunas de las aseveraciones hechas m6s arriba,
aigurios i ipos de problehas a los que siempre. se estd enfrentando un
mitemAticb, y la fdrma en que los define y aborda. Adem6s, este.ejemplo
muestra que ta aludida universalidad del conocimiento matem6tico no
siempre s6 na dado o, por lo menos, ha. parecido no existir, al formarse
grup6s fuertemente anta!6nicos de matem6ticos con distintas filosofias de la
i ra iem6t ica.  El  e jemplo proviene de la teor ia de conjuntos,  .campo
matem6tico relativamenie nuevo, de unos cien afios de antiguedad, y sus
objetos son susceptibles de ser estudiados matemdticamente sin ser los
tipicamente exhibid'os, como los n0meros enteros o las figuras geom6tricas.
Adem6s, los conjuntos son objetos suficientemente abstractos como para que
algunos les nieluen la calidhd de objetos reales.. No obstante, para los
mitem6ticos son completamente reales y, de hecho, susceptibles de ser
abordados con la intuici6n.

Cuando se estudia matemAticamente un 6mbito de objetos, como
el de los coniuntos, se desiacan sus propiedades.y las relaciones entre ellos
que son de inter6s. En seguida, con apoyo en la.intuici6n y/o experiencia
soOre estos objetos, se estdblecen los liamados axiomas o postulados, que

ion las verdades bAsicas, fundamentales, que se dan en e! univerSc de
objetos. Se intenta ser lo mes austero posible en la elecci6n de estos
ariomas. Y esto no s6lo porque es mAs elegante proceder de este modo, sino
tambi6n porque es dedeable tener un sistema de verdades o. hip6tesis
bAsicas q'ue dea f6cil de maneiar y, eventualmente, someter a revisi6n. Una
uei etegidos los principios tuhddmentales, se intenta obtener las demAs
verdadei a partir de l6s axiomas. Otras afirmaciones sobre los obietos,
aunque tengin una validez evidente, son aceptadas como verdaderas en la
meOiCa qud se encuentre para ellas demostraciones matem6ticas cuyas
hip6tesis se encuentran enire los axiomas. Entonces, estas afirmaciones
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nuevos teoremas, algunos matemdticos expresaban que aquello eso no era
matemdt ica s ino teolggia o que decian que el  mbtodo'era mister ioso,
siniestro (unheimlich) (Reid, 1970).

En cuanto al principio de elecci6n, en algunas demostraciones fue
posible eliminar su uso, en otras, no fue posible hacerlo. Esta imposibil idad
se ilustra mediante un ejemplo. Al aceptar el principio de elecci6n, se puede
demostrar el l lamado principio de buena ordenaci6n (pBo) que afirma que
cualquier conjunto puede ser bien ordenado, es decir, los elementos de un
conjunto arbitrario A, pueden ser dispuestos ordenadamente en una linea
orientada, (de menor a mayor) de modo tal, que cada subconjunto no vaclo
de A, digamos S, t iene un elemento menor que todos sus otros elementos.

A

A

el menor elemento de S

FIGURA 2 El  Pr incipio de Buena Ordenaci6n

Entonces,

ZF y PE ===> PBO
(implican)

Ahora, tambi6n se puede demostrar que ZF y pBO impl ican
PE, es decir ,  s i  PBO es verdadero,  entonces, necesar iamente,  pE es
verdadero. En consecuencia, con respecto a los axiomas ZF de la teorla oe
conjuntos,  e l  pr incipio de elecci6n y el  pr incipio de buena ordenacion son
equivalentes. Luego, en la formulaci6n (o la demostraci6n) del principio de
buena ordenaci6n est6 esencialmente contenido el principio de eleccion.

Actualmente la mayorla de los matemAticos acepta el principio de
elecci6n como verdadero,  argumentando que, s i  b ien este pr incipio no
entrega una manera general ,  uni forme, de hacer las elecciones de
elementos, en cada caso concreto, por muy arbitrario que sea, se puede

( 1 )

a a

o a  '  b
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FIGURA 3 El  Pr inclplo de las Paralelas

A trav6s de los siglos se intento demostrar el quinto postulado
part iendo de los otros postulados de la geometria. Sin embargo, reci6n en el
s ig lo  pasado se demostro  que este  postu lado no es consecuenc ia  de los
ctros.

aHay alg0n metodo para demostrar que un determinado axioma de
una teor ia  no se deduce de los  o t ros ax iomas de la  teor ia? Por  e jemplo,
vo lv iendo a l  un iverso de los  con juntos,  lcomo demostrar  que PE no es
consecuenc ia  de  ZF?  La  s imp le  obse rvac ion  de  nues t ro  un i ve rso  de
conjuntos no basta,  pues,  en e l ,  tanto  a  los  ax iomas de ZF como a PE se ven
como verdaderos, pero nada mds. Se ven solo los hechos y no las relaciones
de impl icac ion ent re  e l los .  Este  no es un prob lema re la t ivo a  un so lo  domin io ,
en este  caso,  e l  de los  con juntos,  s ino que es un prob lema log ico.  Se d ice
que PE es consecuenc ia  de los  ax iomas de ZF s iempre y  cuando en todo
domin io  donde son vd l idos los  ax iomas de ZF,  necesar iamente tambien es
vd l i do  PE .  Luego ,  seg fn  es ta  de f i n i c i on ,  pa ra  demos l ra r  que  PE  no  es
consecuenc ia  de ZF,  basta con demostrar  que exrs te  un domin io  donde los
ax iomas de 7F son verdaderos y  PE no lo  es.  Es necesar io  exp l icar  que,  a l
ver i f icar  la  va l idez de los  ax iomas en un domin io  d is t in to  de aquel  que los
mot ivo,  los  ob je tos,  prop iedades y  re lac iones sobre los  que hablan los
ax iomas ,  deben  se r  r e i n te rp re tados  adecuadamen te  como  ob je tos ,
prop iedades y  re lac iones en este  nuevo domin io .

En  1964 ,  P . J .  Cohen  demos t ro ,  usando  es te  m6 todo ,  que  e l
pr inc ip io  de e lecc ion no se puede deduc i r  de los  ax iomas de ZF.  Este
resu l tado,  de enorme impor tanc ia ,  reso lv io  un prob lema ab ier to  por  mucho
l iempo,  que se re f iere  a  un pr inc ip io  tan determinante en la  forma de hacer
matem6tica, como el principio de eleccion, e rntrodujo conceptos relevantes y
t6cn icas ingeniosas para const ru i r  modelos que estab lecen la  independenc ia
de ax iomas (Cohen,  1966) .

Preguntas de este  t ipo son in teresantes en s l  mtsmas y ,  a  veces,
t a n t o  e l l a s  c o m o  s u s  r e s p u e s l a s  p u e d e n  t e n e r  c o n s e c u e n c i a s
insospechadas.  Por  e jemplo,  para responder  negat ivamente a  la  pregunta
cldsica sobre la posibi l idad de deducir el quinto postulado de Eucl ides sobre
la  base de los  o t ros postu lados de la  geometr ia ,  hubo que demostrar  la
existencia de un espacio geom6trico donde son v6l idos todos los axiomas de
Euclides excepto el de las paralelas. Hay espacios, entonces, donde, dados
una recta y un punto fuera de el la, no hay rectas que pasen por el punto que
sean paralelas a la recta. Tambi6n hay espacios donde se pueden lrazar
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v . - CO NC L USIO N ES

A la luz.de los aspectos de la actividad matemdtica que se han
mostrado, se. puede intentar identificar algunos de los factores que influyen
en el aislamiento de esta actividad con respecto a otras maniiestaciones
culturales y aun con respecto a otras ciencia exactas. Con seguridad, un
factor que obstaculiza esta comunicaci6n es el hecho que el iratemdtico
descubre verdades sobre.objetos que, con frecuencia, son abstractos, pero a
los cuales 61, en su t rabajo,  no atr ibuye una existencia dist inta a ' la de
cualquier objeto material. Por otro lado, el car6cter acumulativo de la
matemdtica hace, por la gran cantidad de conceptos y resultados que 6sta
ha or ig inado.,  que aumente el  n iver de compiej idad del  lenguaj 'e.  Este
lenguaje es.de p9r l i : en.extremo preciso y carente de relieves jubjetivos, y
puede ayudar a facil i tar la comunicacion, por lo menos en el seniido mal
masivo que se echa de menos.

A pesar de los factores que inf luyen en la di f icul tad de la
comunicac i6n  de  la  matemdt ica ,  es ta  comunicac ion  es  pos ib le ,  y  e l la
depende fuertemente del inter6s del matem6tico por establ6certa. Si este
tiene conocimientos amplios y profundos, y es capaz de evitar una abstrusa
teminologia y notacion matem6ticas, entonces gran parte de los obstdculos
se superan.

Finalmente, otro elemento esencial para mejorar la comunicacion
entre el  matem6t ico y el  resto de la comunidad, es la busqueda de la
interaccion interdisciplinaria. En el 0lt imo tiempo podemos observar avances
importantes en ese terreno: disciplinas del conocimiento, como la economia,
la psicologfa,  la sociologia,  la biologia,  y la misma computaci6n, t ienden
sostenidamente a un mayor grado de matematizaci6n.

El 6rea de fundamentos de la matemdtica es vasta e interesante y
solo se ha tocado en este articulo unos pocos ascpectos. otros temas
relacionados con los fundamentos de la matem6t ica y la act iv idad
matem6tica pueden ser encontrados en los excelentes l ibros (Crossley et al.,
1972; Davis y Hersh, 1981 ; Nidditch, 1983 y Wilder, 1965)

Un alto porcentaje de las conferencias plenarias del congreso de
Berkeley tuvo que ver con aspectos matem6ticos d6 la computacion. 

-

Algunas tendencias actuales en la actividad matem6tica son
discutidas en mayordetalle por Bertossi (19g9).
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