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Un Ejemplo de Raz6n de Convergencia en el
M6todo de los Elementos Finitos

Leopoldo Bertossi

Resumen

[Jsando el mitodo general de Aubin-Nitsch, [1],[4i, se obtiene
la mejor raz6n de conuergencio en espacios de splines generales de
la oprorimoci6n medionte el mitodo de elementos finitos Wra un
problema hiperb6lico de 1er. orden.

AMS Classif icat ions: 65M60. 41A15.

1.- Introducci6n

Consideremos el siguiente problema hiperb6lico de ler. orden:

0u 0u

* +  A r : 0 ,  
r € l R  A < t S T

u ( r ,  0)  = uo (z)  
(1 '1)

u(x,,t) peri6dica en t con periodo 1

Si uo es suave, entonces tambi6n u es suave, ya que u(x,t) -  LL6("-t).

Para mayor simplicidad consideramoci us analitica
Aproximamos la soluci6n de la ecuaci6n empleando el m6todo de los

elementos finitos.
Sea L' el conjunto de funciones en L\""(R) peri6dicas con periodo I

con norma l l " l l  :  l l " l l " i (o . r )  y  H'e l  conjunto de funciones en H, ' , " (R)
que son per i6d icas con per iodo l  con la  norma l lu l l ,  

- -  i l " l i " , (o .1) .  Aquf
L\""(R) - {f I I e L' (q, Vn C IR}; Hl""(^R) definido en forma andloga.

Se aproxima la soluci6n de (t.t) mediante el m6todo d"_ Ritz-Galerkin

tomando una aproximaci6n U(r,t) .t un subespacio M de ̂ Elr. Dupont [3J
estudia la raz6n de convergencia en L2 en tres subespacios M distintos: el
de las funciones lineales a trozos, el de las funciones cribicas de Hermite y

el de las splines cribicas. En forma sorprendente, se encuentra que la raz6n

de convergencia un L' de la aproximaci6n de Ritz-Galerkin en el espacio

27



Zg L. Bertossi

M, t de la cfrbicas de Hermite no es 6ptima en el sentido que esta raz6n
de convergencia y la de la i '-opro*imaci6n de u en lu[s6,, difieren. sin
embargo ,la taz6n de convergencia "n L' es 6ptima cuando la aproximaci6n
de Ritz yace en Mpa o €rl M, x, los espacios de las funciones lineales a trozos
y splines cribicas, resp. En general, se tiene raz6n de convergencia 6ptima
en problemas elipticos y parab6licos. La explicaci6n de esta singularidad
parece ser todav(a un problema abierto

En este trabajo se encuentra, usando un argumento general de Aubin [ll
y Nitsche [4]' una raz6n de convergencia para todos los espacios de elementos
finitos. Esta raz6n de convergencia puede ser encontrada tambi6n ocupando
algunos resultados generales que aparecen en Swartz y Wendrotr [6].

2.- La Aproximaci6n de Ritz-Galerkin

Introduzcamos cierta notaci6n standard:

P : : { r r r r j : i . h r i e Z y

c o T  
h , - 1 ,  J e ^ o f

J

Sf; 'o  : :  {u  :  a  e Ck- t  IR,  , lb ,_r , r j !  es pol inomio de grado p -  I }

(el espacio de las funciones spline de orden k - L y grado p - l)

M** r :  t ,  :  u  € f r r  r r  € S; 'o) , /c  > l ,p  )  B
Todas las propiedades en las definiciones anteriores hacen referencia a

la variable espacial z,
Claramente ,Sf'e g Hl".(n).
En general, si M es un subespacio de .F' de dimensi6n /c, la aproxi-

maci5n de Ritz u(r, t)  e M a la soluci6n u de (1.1) est6 dada por:

&

U (r,t) : I a; (r)u, (r)
t =  I

- a u . a u  A  "  ( 2 . 1 )
. # + # , u ) : 0 ,  Y v € M ,  V 0 < t 1 > T  1 r ' J

U(r ,0 )  :  Uo( t )

Aqui {r, }f= r es una base de M .

< f ,g >z i too, y uo es una buena aproximaci6n de u6 que despu6s
podremos elegil en forma apropiada. En particular, nos interesa M - M*.o.

Es claro, de (2.1), Que U se encuentra resolviendo un sistema de ..rru-
ciones diferenciales ordinarias en los o,(t).
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3.-  Un Problema Auxi l iar

En la pr6xirna secci6n consideraremos la iI r-proyecci6n sobre l ' [t,.p de la
soluci6n u;  con este f in,  y s iguiendo el  argumento general  de Aubin-Nitsche

,t j , [+] ,  recurr imos al  operador dual  o adjunto del  correspondiente a la ^fr-
proyecci6n. Planteamos entonces lo que usualmente se l lama "el problesla
adjunto" que en nuestra s i tuaci6n es:

Sea /  la funci6n de perfodo I  soluci6n de:

29

i2
- * f ( r ) + f ( " ) : g ( r ) ,  o S s

/ ( 0 )  -  / ( 1 )  : 0 , / ' ( 0 )  -  / ' ( 1 )

< 1
- 0 ,

( 3 .  1 )

donde g € C [0, t ]  ( i ." ;  g continua de periodo 1).
l{o es dif(cil establecer la validez de la siguiente acotaci6n:

l l / l l ,  s  c l lg l l (3 .2 )

l l f  " l : f  + l l f , , l l ' ) |  y C es unad o n d e  l l / .  : -  l l / l l " , r o , , l
constante independiente du f y

{ l l / l l ' +

4.- La I/ t-Proyeccidn de la Soluci6n sobre Mx.o y Aproximaci6n

Nitsche ir.  y Aubin [1] demuestran que la optimalidad (se usa tambi6:r.
la noci6n de cuasi-optimalidad) d. la aproximaci6n en la norma .f{r es
condici6n suficiente para la optimalidad en norma L2 bajo ciertas coni i-
ciones en el operador.

En nuestra situaci6n demostramos, entonces, primero la optimalidad
de la convergencia en la norma de I{r de la I/r-proyecci6n sobre Mr,o de la
soluci6n u, para luego ilustrar la convergencia 6ptima en la norma de .L2 Ce
esta proyecci6n a travds del uso del problema adjunto.

Considera lnos entonces p :  u  -  w,  donde u es la  so luc i6n de ( t )  y  iT '
es la .f t-ptoyecci6n de n sobre Mr.o i.e. W estii definida por

g .

> + <  p , a ) : O Vu €  Mp.orYO t < T

Se tiene

l l p l l ,  S  Chc - ' l l r l l ,

(L S p; con C independiente de h). En efecto,

0p 0u- :-  a" '  ar s (4 .1 )

(1 2)
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I tpi i? :  l lp" l l '  + l lpl l '
: 1  p , r p " ) * l p r p )

i)n A- ' . .  
f ; , * ( "  

-w)  >  +  <  p , !  -w  >
0o

: .  
# , ,u ,  

)  *  1  P ,u  )  (Por (a . l ) )

0o: a f , r , u , - u , ) * 1 P t u - a )  c o n u  € M r . o  ( p o t  ( 4 . 1 ) )

s l lp l l , l l ,  -  0 l l '  +  l lp l l ' l l "  -  , l l

luego,

l l p l l  -  1  <  l l "  - r l l r  +  l l u - . , l l
Elegimos ahora v € Mr,o ta l  que l lu- r l l "  S Ch' -  "  

l l " l l r rc  = 0,  1 ; l  S p,
donde C no depende de h. Esto es posible por propiedades aproximativas
de los splines (Ver por ejemplo, M.Schultz [5]).

Tenemos asi :

l lp l l ,  S chc- '  l l " l l ,
y esto prueba (q.z).

Recurrimos ahora a la dualidad, Aubin-Nitsche Itl,[l], considerando la
soluci6n / del problema (3.1) con g = p.

Se tiene

l lp l l '  :1  P,  p ) :1 P,  -  ^ f  , ,  + f  >
= { P r r f r } t < p r f >

= ( p " , f ,  - u ,  )  *  1 p , f  - u >  ( p o r  ( 4 . 1 ) )

s l lp l l ' l l /  -  u l l '  + l lp l l l l  I  -  u l l
s  l lp l l '  l l /  -  u l l ,  + l lp l l , l l  |  -  , l l
-  { l l  f  -  n l l ,  +  l l /  - , l l } l lp l l ,

S c{ l l f  -  u l l '  + l l /  -  , l l }h ' - ' l l " l l ,  (pot  (4.2))

Elegimos ahora u de modo que

l l / -u l l ,  +  l l / - , l l  s  ch l l f l l ,  b2z)
(Ver, por ejemplo, N{. Schultz [5J)"

Entonces:
l lpl l '  s cl l / l l ,h' l l" l l ,

l lpll ' S cllpll h'll"ll, (po' (3.2))
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Asi tenemos:
t , l p l l < C h ' u i l , ,  o < t < 7 ,  ( { . 3 )

De (+.3) se desprende que la Ft-proyecciSn sobre -\ fr  o t iene raz6n de con-
vergencia 6ptima. En forma and.ioga se puede demostrar que:

i  p ,  i i  S  C  h t  u , l l 2  (4 .4 )

b.- Raz6n de Convergencia de la Aproximacit in de Ritz-Galerkin

Nos interesa ahora la est imaci6n del error

e - u - U
- ( u - r v ) + ( w - u )
: p - r ( l V  - L t )

l7 es la proyecci6n definida en 4.

S e a d  - Y V  - U

1 l V r , u  ) : 1 \ V t , u )  *  1 L I ,  - l t t s u  )  =  1 ( J '  - I r ' , u  )  p o r ( 1 ' 1 )  y  ( 2 ' 1 )

< W t  -  ( J t , u  ) - { l V ,  -  u t , u  )  *  <  U ,  -  r t ' , u  }

: 1 W t  -  u t , u  )  *  < L i ,  - W - " r u  )  +  < W ,  -  l r x , u  ) r u  e  I I y . ,

Tomando u :  W - U e Mr.p '  resul ta:

1* f f  w  -  u l l "  : 1w ,  -  u t tw  -  u  >  +  1w ,  -  t t ' ,w  -  ( J  >
2  d t "

! 4 w  -  u l i '  : 1  P t , w  - u  >  +  I  P " , w  - u  )
2  d t "

r d
,  d r , lo i i ,  S  l l p , l l '  *  , tp " l l '  +  l l d l l ,
L d

, d|i io' l '  
< l lp' l i '  * i ipi i? + z,iol l '

Con las desigualdades (4.3) y (4.4) se tiene,

I * ttrtt ' s ct "-'gl,il i + ll,,l l? ) + 2li0l)' (s.r)
z d t "  "  -

Por otra parte,

l i r (0) l l  S l i ( t t ' -  u) (0) i ,  +  l l (u  -  u) (o)
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Si escogemos U0 de modo que:

l l " ' l l? ) +

L. Bertossi

en L2 sobre M

lldtl

(t/o puede ser, por
de uo ).  Se t iene:

Integrando en (5.1):

l la i l '  s c(t  + l l " . l l?)h" +

donde C no
gencia lL'- t

Dupont [3],

l l r o  -  uo l l s ch l

ejemplo, la interpolaci6n o la proyecci6n

lld(o)ll' s c(l + ll",ll],)h"

f
c h 2 2 - 2  (  I, J ll " ll? 4 t- J. j

,r
+ 4 1

J
S Ch" -  ' { r  +  l l " . l l ?  +  l l " l l ? ,1o , r , r ,1  f  l l " , l l i ,  , r , * , y )

Aplicando el Lema de Gronwall (ver, por ejemplo, R. Bellman

l l0 l l '  ( t )  < c h2 ' - '  {%} ' rp(at)

l l0 l l ' ( t ) ro  [0 , r , ,  " t  <  Ch2t - "  {%)

Consideremos ahora una estimaci6n del error

E : I L - U :

l l . l l?- [o,r, , ,  , l  S 2l lpl l2p-1o.r, t , , t  + 2l l0l l ' "*to,r,L, l

S  C h " t -  ' ( l l " l l ? - r o  
, r , H c t  +  1 +  l l " r l l ? +

ll"l l7, ro,r,ff ,t + ll ",1'|17, 1o,r,a .; )

Finalmente tenemos la estimaci5n:

i l0ll '

[zl) ,

(5.2)

l l u l l " €  t o , r , r , l  <  C h c  -  L

dependc de h. venros que siempre se obtiene la raz6n de conver-
para ia norma de L2 que no es la 6ptima hc. como se muestra err
es posible, a veces alcanzar esta 6ltima raz6n de convergencia.
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