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We are not interested in prescribing 
how games should be played. 

We are interested in analysing how 
games really are played. 

We will analyse how some games really 
are played.  



``Almost all game-playing 
programs use variants of 
the lookahead (minimax) 
heuristic.”  

Judea Pearl: 



Overview of Talk 

1. The Lookahead Method.  

2.  A Bit of a Digression. 

3. Some Results. 



Naughts and Crosses: 

Backwards InducQon 

O’s turn (MIN) 



What if you can’t think as far ahead as the leaves? 



EsQmate values for leaves of search tree and work backwards. 
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Special Cases 

  Backwards Induc>on  
       ‐ Zermelo’s Method 

  Best Response Dynamics 

‐ 1‐Lookahead Search (Nash Equilibria) 

  Leader‐Follower Behaviours 
‐ Asymmetric ComputaQonal Power  



Adaptability 
The actual implementaQon of the method will vary with 
the game and with the players: 

  Search Trees: Vary with experience, computaQonal 
abiliQes, etc. They are also dynamic.* 

  Order of Moves: Fixed, Random, Worst‐Case? 

* Here we will assume the search trees are BFS trees of depth k. 

  UQliQes or Not?  

  Node EvaluaQons FuncQons: Are payoffs accumulated; does 
only the final outcome ma5er? (Leaf Model vs Path Model.) 



Unpredictability 



Lookahead Search 

  Shannon considered it a prac>cal 
way for machines to tackle complex 
problems that require:  

“general principles, something 
of the nature of judgement, and 
considerable trial and error, 
rather than a strict, unalterable 
computing process” 

  The lookahead method was formally first proposed 
by Claude Shannon in 1950. 



Chess 
Shannon described in detail how the lookahead method 
could be applied by a computer to play chess. 

C.  Shannon,  “Programming  a  computer  for  playing  chess”, Philosophical Magazine, 
Series 7, 41(314), pp256‐275, 1950.  



Humans & Chess 

In a 1946 psychology  thesis, Adriaan de 
Groot  studied  the  thought  processes  of 
human chess players.  

He  found  that  they  all  used  the 
lookahead search heurisQc!* 

*Experts were be5er at evaluaQon posiQons and deciding how to grow the search tree. 

Indeed,  De  Groot’s  findings  had  a  large 
influence on Shannon’s subsequent work. 



Analysis 

  Quality of SoluQons: To evaluate outcomes, we will 
examine  the  quality  of  equilibria  when  lookahead 
search is used. 

* Random depending upon how the lookahead method is implemented.    

  Dynamics: These methods can be extended to measure 
the expected quality of short‐run dynamic soluQons.  

‐ To do this, you need to analyse polynomial‐length 
random walks* on the state graph of the game. 

  ObjecQve: We wish to analyse the consequences when 
agents use the lookahead method in an assortment of 
games.   ‐ Adword Auc>ons, Traffic Rou>ng, Bandwidth 

Sharing, Industrial Organisa>on, etc. 



RaQonal Choice Theory 
  A raQonal agent (economic man) makes decisions 
via uQlity op:miza:on. 

Example: To save Qme opQmising, I decide 
to allocate 30% of my budget to housing, 
10% to food, 5% to beer, etc. 

Conclusion: I am a raQonal consumer with 
a Cobb‐Douglas uQlity funcQon. 

  Economic men may not exist but this does not 
ma5er provided agents act as if they are raQonal. 

Milton Friedman 



Bounded RaQonality 

“The task is to replace the 
global rationality of economic 
man with a kind of rational 
behaviour that is compatible 
with the access to information 
and the computational 
capacities that are actually 
possessed by organisms, 
including man, in the kinds of 
environments in which such 
organisms exist.” 

  Herb Simon, due to consideraQons of computaQonal 
power and predicQve ability, argued in the 1950s that: 



Bounded RaQonality: HeurisQcs 

  Simon believed that 

 ‐ Agents do not opQmise in decision‐making.  

‐ Agents use heurisQcs in decision‐making. 

  Instead, he thought that 



SaQsficing 
  One heurisQc Simon presented was sa:sficing. 

‐ Agents search for feasible soluQons. 

‐ The search stops when a desired aspiraQon level is achieved.*        

* The aspiraQon level may change over Qme and depending upon how the search is going. 

  Note, for agents of bounded raQonality, the form of 
the search will heavily influence the final decision. 

  In contrast, the search is irrelevant for raQonal agents, 
as they will make the opQmal decision regardless.  

‐ The found saQsficing soluQon is chosen. 



Human Problem Solving 

* In fact, Herb Simon sent his student George Baylor to help translate De Groot’s work into English. 

  InteresQngly, the seminal work of Newell and Simon 
on  human  cogniQon  was  also  heavily  influenced  by 
De Groot’s work.*  



Bounded RaQonality & the Lookahead Method 

Lookahead Search clearly fits within Simon’s framework: 

  Search: By local search tree. 

  Stopping Rule: Dependent on experience, 
computaQonal power, etc. 

  Decision Rule: By Backwards InducQon. 



1.  OpQmisaQon under Constraints 

  One approach is to opQmise subject to constraints 
imposed by Qme, computaQon, money etc. 

e.g. Stop searching when the future costs exceed the 
future benefits. 

  This can be in the form of an opQmisaQon program 
or an opQmisaQon via search. 

  But this approach can be even more complicated than 
the original opQmisaQon problem!  

i.e. It doesn’t fit with Simon’s original ideas. 



2.  HeurisQcs and Biases 
  The HeurisQcs & Biases Program examines human 
irraQonality. 

  Human use heuris>cs that typically do not saQsfy 
simple laws of logic and probability. 

  How and why do such errors occur? 

  Can we use these insights to model human behaviour? 

Amos Tversky Daniel Kahneman 

e.g. Prospect Theory 



  In human decision‐making there is a bias to rely 
(anchor) on one specific piece of informaQon. 

‐ Aper wriQng down the first few digits of their Social Security 
numbers, people with larger numbers bid higher in an aucQon!  

Anchoring 

‐ EsQmates given for 10! vary widely with ordering.   

e.g. 

1× 2× 3× 4× 5× 6× 7× 8× 9× 10

10× 9× 8× 7× 6× 5× 4× 3× 2× 1
or 



  People assume that small random samples will 
have similar characterisQcs to the whole populaQon. 

‐ Gambler’s Fallacy: Aper a run of losses a win is more likely.  

The Law of Small Numbers 

‐ Pa5ern Spoqng: Overconfidence in early trends.  

‐ Medical Trials: Significant results can be validated using 
addiQonal small trials.   

‐ Clustering: Clusters are unlikely in random data. 



  People analyse events according to how 
representaQve they are of parent populaQons. 

RepresentaQves 

‐  Bill  is  intelligent,  but  unimagina>ve,  compulsive  and 
generally lifeless. In school he was strong in mathema>cs 
but weak in social studies and humani>es.  

‐ Steve is very shy and withdrawn, invariably helpful, 
but with liOle interest in people.  

o  Therefore Steve is a librarian not a farmer. 

o  Therefore Bill is likely to be an accountant.  
o  He is unlikely to play jazz for a hobby.  
o  He is quite likely to be an accountant and play jazz for a hobby.  



3.  Fast and Frugal HeurisQcs 

  So judge a heurisQc by its performance! 

  Yes, humans do use decision‐making heurisQcs… 

  …but, don’t judge heurisQcs by their coherence 
with the laws of logic or probability. 

  The purpose of a heurisQc is not to be consistent 
but to perform well at its task. 



Fast and Frugal School 

Gerd Gigerenzer. 

  Humans open use simple heurisQcs that 
are Fast (Time) and Frugal (InformaQon). 

  These heurisQcs are open very effecQve. 

  Moreover, they are extremely adaptable to 
new environments, informaQon, or problems. 



    OpQmisaQon:  Calculate  trajectory 
based  upon  style  of  throw,  velocity, 
spin,  wind  resistance,  quality  of  the 
ball, etc. Then move to the best spot 
to catch it.  

  HeurisQc: Move towards ball such that 
your angle of gaze remains constant. 

Catching a Ball 

Which approach is more effec>ve? 

or 



  How well did this method do for his own reQrement plan? 

‐ He didn’t use it!  

  Harry Markowitz pioneered Modern 
PorRolio Theory in the 1950s. 

Modern Poruolio Theory 

‐  He used the 1/N heurisQc: split your money 
equally amongst each of the N assets. 

  He showed how design poruolios to 
maximise returns and minimise risk. 



  Choose the opQon that does best against the top cue.  

  In tests, this heurisQc typically outperforms mulQple 
regression, especially on new data.  

Take the Best! 

  Rank the cues in terms of importance. 

‐ Recurse if Qes. 

  Given a set of cues that may be relevant for your task. 

‐ MulQple Regression overfits to test data. 



Younger than 62? 

Sinus Tachycardia? 

Systolic Blood Pressure under 91? 

HIGH RISK 

HIGH RISK  low risk 

low risk 

YES 

YES 

YES 

NO 

NO 

NO 

Heart A5acks 

L. Breiman et al, Classifica>on and Regression Trees, Chapman and Hall, 1993.  



Our Work 
  We wish to analyse the consequences when agents 
use the lookahead method in an assortment of games.  

  Our focus is on quantaQQve performance guarantees. 

  And the consequences are? 

Some>mes good, some>mes bad, some>mes indifferent! 

e.g. Adword Auc>ons, Traffic Rou>ng, Bandwidth Sharing, 
Industrial Organisa>on, etc. 



The Cournot Model of Oligopoly 
Strategies:  The players choose quanQQes            and        .    q1 q2

Cost FuncQons: The players have marginal costs c.       

Equilibrium: Player i produces  qi =
1
3
(a− c)

P

Price FuncQon: 

Q = q1 + q2

P = a−Q



Lookahead Equilibrium 

  For the path model, what happens when the players 
use k‐lookahead search? 

qi = 0.370(a− c)
  As k increases, output increases and quickly converges to: 

  This 11% increase in output gives a 12% increase in 
the social surplus. 



The Stackelberg Model 

Commitment:  Player 1 is the leader and picks a quanQty first.  
Player 2 is the follower.       

Strategies:   As in the Cournot model, the players choose 
quanQQes            and        .    q1 q2

Equilibrium:  Player 1 produces  q1 =
1
2
(a− 2c1 + c2)

Player 2 produces q2 =
1
4
(a− 3c2 + 2c1)



Stackelberg Behaviour 

  For the leaf model, if Player I uses 2‐lookahead, but 
Player II only uses 1‐lookahead then the outcome is a 
Stakelberg equilibrium. 

  Thus Leader‐Follower behaviours can be induced by 
asymmetric computaQonal abiliQes! 



Adword AucQons 



Generalized Second‐Price AucQons 

  The tth highest bidder wins slot t, but only pays the  
t+1st highest bid. 

  Sponsored Slots are ranked by their click‐through rates: 

c1 > c2 > c3 > · · · > cT

  Each agent has a valuaQon      but bids     .  bivi



Generalized Second‐Price AucQons 

  We will analyse 2‐lookahead equilibria in the leaf model. 

  Despite the name (and the adverQsing), these are not 
truthful aucQons. 

  Moreover, there are Nash equilibria whose social values 
are arbitrarily bad compared to opQmal allocaQons. 



Safely‐Aggressive Bidding 
  Suppose agent i bid suffices for slot t.  

  A bid is safely‐aggressive (balanced) if it is as high 
as possible s.t. no agent in a higher slot can hurt i by 
undercuqng her. 

  Balanced bidding is apparently a commonly used strategy: 

‐ Bidding high increases chances of a be5er slot. 

‐ But bidding too high is risky, and this alleviates a lot of risk. 

‐ Pushes up prices for compeQtors. 



Balanced Bidding 

  A safely‐aggressive (balanced) bid saQsfies: 

bi = (1− ct

ct−1
)vi +

ct

ct−1
bt+1

  Note that a losing bidder bids                    , as does the 
highest bidder.  

bi = vi

  Thus winning bids are all higher than losing valuaQons. 



Output Truthful AllocaQons  

Lemma 1.  An allocaQon is socially opQmal  
             if and only if  
           it is output truthful. 

  An allocaQon is output truthful if the agent with 
the ith highest valuaQon wins the ith slot.    

Proof. Assume agent i is in slot i.  If there are agents 
with                        then switching their slots increases 
social welfare as 

vt < vt+1

ct · vt+1 + ct+1 · vt > ct · vt + ct+1 · vt+1



1‐Lookahead 

Proof. If not, then 

ct+1(vt − bt+2) ≤ ct(vt − bt+1)

≤ ct

(
vt − (1− ct+1

ct
)vt+1 − ct+1

ct
bt+2

)

< ct

(
ct+1

ct
vt − ct+1

ct
bt+2

)

= ct+1(vt − bt+2)

Lemma 2. Assume agent i is in slot i. If there is an agent 
with                       then agent t myopically prefers slot t+1.  vt < vt+1



Worst‐Case 2‐Lookahead 
Theorem. Any 2‐lookahead equilibrium is socially opQmal 
(in the worst case, leaf model). 

Proof.  
  The T agents with the highest valuaQons win the T slots. 

‐ As with balanced bidding the losing agents bid their values. 

  The lowest valuaQon winner i myopically improves by 
moving to slot T.  ‐ IteraQvely apply Lemma 2. 

  This move has the same 2‐lookahead value. 
‐  Other winning bidders cannot hurt her as she made a balanced bid. 
‐  The losing bidder have lower valuaQons than her winning bid. 
  Staying in slot i has lower 2‐lookahead value. 
‐  Its myopic value is worse than slot T. 
‐  Its (worst case) 2‐lookahead value can only be worse. 



Average‐Case 2‐Lookahead 

Theorem. Any 2‐lookahead equilibrium has a social value 
within a factor 2 of opQmal (average case, leaf model). 

Theorem. There are 2‐lookahead equilibria that are not 
socially opQmal (in the average case, leaf model). 

  But, in contrast to Nash equilbria, we are always 
guaranteed a good soluQon… 

  Some bad news… 



Cost Sharing Games 

s  t 

1 

N 

  Agents choose source‐desQnaQon paths. 

  The cost off a link is shared equally between the 
agents using it. 

  Nash Equilibria can be a factor N from opQmal. 



CooperaQve Behaviours 

  But using lookahead we can get uncoordinated 
“cooperaQve” behaviour. 

Theorem. With k‐lookahead, the worst case guarantee in 
cost sharing games is O(N/k).   



Other Results 

  Valid UQlity Games. 

‐  Facility LocaQon Games. 
‐  Market Sharing Games. 
‐  Combinatorial AucQons. 
‐  Distributed Caching. 
‐  Traffic RouQng. 

  CongesQon Games. 

‐ Selfish RouQng. 



Thank You! 


