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Section 7: Foundations of Probability and Induction

Leopoldo E. Bertossi, Facultad de Matematicas, Pontificia
Universidad Catdlica de Chile, Casilla 114 - D Santiago, Chile
FAKTISCHE WAHRSCHEINLICHKEIT UND BROWNSCHE BEWEGUNG

Hier bezieht sich faktische Wahrscheinlichkeit auf eine von

R. Chuaqui {2] gegebene Definition der Wahrscheinlichkeit.
Diese Definition, die urspriinglich als semantisch betrachtet
wurde [1], kann man als faktisch kennzeichnen in dem Sinne,
dap das Wahrscheinlichkeitsmag aus ciner objektiven Modellie
rung der physikalischen Zufallssituation entsteht. Im Grun-
de genommen soll dieses Ma8 invariant sein unter einer gewi-
ssen Gruppe von Transformationen des gemeinsamen Tridgers aller
mengentheoretischen Strukturen, die die verschiedenen physika
lisch méglichen Ergebnisse darstellen. Diese Strukturen bil-
den eine sogenannte ,einfache Wahrscheinlichkeitsstruktur".

Zur Definition der Wahrscheinlichkeit fur Zufallssituationen,
wo zusammengesetzte Ergebnisse auftreten, wurde die ursprin-
gliche Definition in [3] erweitert. Dabei spielen die soge-
nannten ,zusammengesetzten Wahrscheinlichkeitsstrukturen' die
wesentliche Rolle. Diese Strukturen beruhen auf gewissen wkau
salen Strukturen", die die kausalen bzw. stochastischen Bezie-

hungen darstellen sollen.

In dieser Arbeit wollen wir die Brownsche Bewegung - als zusa
mmengesetztes Zufallsphanomen - im Rahmen der faktischen Defi
nition der Wahrscheinlichkeit behandeln.

Zundchst soll bemerkt werden, daf eine Darstellung des Gauss-
chen Wahrscheinlichkeitsgesetz N(u, o2) mittels einer einfachen

Wahrscheinlichkeitsstruktur moglich ist, namlich durch

K = {<IR,(I)1€1, R, {r}> : r € R}, wobei I die Menge der In-
tervalle auf der reellen Gerade ist und R eine geeignete dreis
tellige Relation ist (kurz K= {<IR, {r}> : r € R}), so dag
fur v, das von K bestimmte Mag,

VICIR, {r}>€ Kk :r<x}=o0 (X% gilt,

Wir machen im folgenden von den zusammengesetzten Wahrschein-
lichkeitsstrukturen Gebrauch : Sei I' das Intervall {o,1],

F = {SU{0}):Scr und1<S - {0} < %} und < die dibliche
Ordnungsbeziehung auf [0,1]. Die zusammengesetzte kausale
Struktur ist T =< T, B, <>; und fur X € F ist <X, < > ein
endlicher ,kausaler Baum". Um die zusammengesetzte Wahrschein
lichkeitsstruktur zu definieren, bleibt noch, die Menge der zu
sammengesetzten Ergebnisse anzugeben. Zu diesem Zweck ordnen

Ist <X,
X = {:.,
wir F, :
A
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(Hix ]
Mit der |

FX(X1"'



- 203 -

wir jedem t in [0,1] eine Familie von einfachen Warhrscheinlich

keitsstrukturen zu.

m

Die einfache Wahrscheinlichkeitsstruktur 50 = {<{0}, {0}>} wird
tg = 0 zugeordnet. Dabei haben wir Wahrscheinlichkeitsdichte

n =
Pt,,0 1.
et Definition: Eine Abbildung f ist ein (zusammengesetztes) Er-
€, gebnis, d.h. f €M, gdw.
ie
- a) Es gibt ein X € ¥, so dag Dom f = X und £(0) € 50
.
vi- b) Falls Dom f = X, etwa X = {tO’tl""’tn} mit
sller 0=ty <ty <.ue < th d-nn gibt es fir jedes k = 1,...,
ysika : * . T : :
5il- n-1 ein r € IR, so daB f(ty,4) € Ky \q» wobei Ky ., die ein-
" fache Wahrscheinlichkeitsstruktur 5§¢1:- (<R, {s}>:s€R}
nen, ist und die von ihr bestimmte Wahrscheinlichkeit P, r
un - k+1?
CEe - a2
v die die Dichte p, r(x) U E— cxp(-% {5—5%E—) besitzt.
xau k+1? JZN(tk*1-tk) k+1 "k
2 . kau
zie- : . .
ezl Wir ordnen t; die Struktur 52 = {<IR, {s}> : s € }R} zu mit
dem Mag, dessen Dichte p (x) = exp(-% X ) ist, und
t,,0 t
2 1 Znt1 1
ve fordern, dag f£(t;) € KJ .
auss- ) Aus f£(t,) = <R, {s}> folgt £(t; ) € K, k= 0,00,
nfachen
Die zusammengesctzte Wahrscheinlichkeitsstruktur ist
H =<T,H> H bestimmt ein Mag p auf M (vgl. [3]).
er In- o
ireis Ist <X, < > einer der endlichen kausalen Baume, etwa
e - -— - . . »
<c daB X = {tO’tl' ooy tn} mit ty <ty < ... < th dann definieren
wir Fy : R" » R durch
Fy(xq, «vvs xn):= u{f €My : f(tl) < Xpaeeos £(t,) < xn}
schein- ‘ (Hy = {f € H : Dom f = X}
7
"L‘xche 4 Mit der obigen Definition kann man das folgende beweisen:
- X

X
1 n
Fy(Xqseen0Xy) = J . I Pe,,00p) S C



Dann ist FX eine endlich dimensionale Wahrscheinlichkeitsver-
teilung und auBerdem ist sie diejenige, die der eindimensiona
len Brownschen Bewegung wahrend des Zeitintervalls [0,1) ents Kar
pricht. Mit dieser Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen - die unmittelbar von p bestimmt sind - bilden wir mittels
des Satzes von Kolmogoroff die kanonische Brownsche Bewegung
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W

auf (H?lo’jl, £ ), wobei & die von den Zylindermengen erzeugte
o-Algebra ist.
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