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Resumen

Usando el método general de Aubin-Nitsche [1],[4], se obtiene
la mejor razon de convergencia en espacios de splines generales de
la aprozimacidn mediante el método de elementos finitos para un
problema hiperbdlico de ler. orden.

AMS Classifications: 65M60, 41A15.

1.- Introduccion

Consideremos el siguiente problema hiperbdlico de ler. orden:

a_u.{..é}izo, zelR 0<t<T

Jdr Ot

u(z,0) = uo(z) (1.1)
u(z,t) periédica en z con periodo 1

Si u, es suave, entonces también u es suave, ya que u(z,t) = uo(z —t).
Para mayor simplicidad consideramos u, analitica

Aproximamos la solucién de la ecuacién empleando el método de los
elementos finitos.

Sea L? el conjunto de funciones en L7, (IR) periédicas con periodo 1
con norma ||ul| = ||u|lz20.1) ¥ H' el conjunto de funciones en H} (IR)
que son periédicas con periodo 1 con la norma |ju|, = |[ullg1(0.1)- Aqui
L2 (R)={f:feL*(N),vQC R}; H}, (IR) definido en forma andloga.

Se aproxima la solucién de (1.1) mediante el método de Ritz-Galerkin
tomando una aproximacién U(z,t) en un subespacio M de H*. Dupont [3]
estudia la razén de convergencia en L? en tres subespacios M distintos: el
de las funciones lineales a trozos, el de las funciones cibicas de Hermite y
el de las splines cibicas. En forma sorprendente, se encuentra que la razén
de convergencia en L? de la aproximacién de Ritz-Galerkin en el espacio
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My ¢ de la cibicas de Hermite no es éptima en el sentido que esta razén
de convergencia y la de la L*-aproximacién de u en My, difieren. Sin
embargo, la razén de convergencia en L? es éptima cuando la aproximacién
de Ritz yaceen Mp, 0 en M; , los espacios de las funciones lineales a trozos
y splines cibicas, resp. En general, se tiene razén de convergencia 6ptima

en problemas elipticos y parabélicos. La explicacién de esta singularidad
parece ser todavia un problema abierto. '

En este trabajo se encuentra, usando un argumento general de Aubin (1]
y Nitsche [4], una razén de convergencia para todos los espacios de elementos
finitos. Esta razén de convergencia puede ser encontrada también ocupando
algunos resultados generales que aparecen en Swartz y Wendroff (6].

2.- La Aproximacién de Ritz-Galerkin

Introduzcamos cierta notacién standard:

P:={z;:z,=j5-h,j€ 2}
con

1
h.—-j, JelN

Sp?Pi={v:veC* 'R, V/|2;_, .2, € polinomio de grado p — 1}

(el espacio de las funciones spline de orden k — 1 y grado p—1)

M,,:={vive H' ,ve SE*}k>1,p>3

Todas las propiedades en las definiciones anteriores hacen referencia a
la variable espacial z.

Claramente S;” C H} (IR).

En general, si M es un subespacio de H' de dimensién k, la aproxi-
macién de Ritz U(z,t) € M a la solucién u de (1.1) est4 dada por:

k

U(z,t) =Y a(t)v(z)

1=l
A 2.1
<o, wem, wercr D
ot Oz
U(z,0) = Uy (z)
Aqui {v;}*_, es una base de M.

1
< f,9 >: [ fgdz y U, es una buena aproximacién de u, que después

0
podremos elegir en forma apropiada. En particular, nos interesa M = M, ,.

Es claro, de (2.1), que U se encuentra resolviendo un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias en los a,(t).
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3.- Un Problema Auxiliar

En la préxima seccién consideraremos la f!l-proyeccién sobre M, , de la
solucién u; con este fin, y siguiendo el argumento general de Aubin-Nitsche
'1],{4], recurrimos al operador dual o adjunto del correspondiente a la H*-
proyeccién. Planteamos entonces lo que usualmente se llama “el problema
adjunto” que en nuestra situacién es:

Sea f la funcién de periodo 1 solucién de:

d’Z
_ = <z<
S HE) + @) =g(x),  0<z<1 -
f(0) - f(1) =0,f'(0) - f'(1) =0,
donde g € C[0,1] (i.e; g continua de periodo 1).
No es dificil establecer la validez de la siguiente acotacién:
IIfll. < Clgll (3.2)

donde [|f 5 = [[fllaspo.y = (WP + 1127 + Ife=[?}7 ¥ C es una
constante independiente de f y g.

4.- La fI‘-Proyeccién de la Solucién sobre M, , y Aproximacién

Nitsche {4 y Aubin [1] demuestran que la optimalidad (se usa también
la nocién de cuasi-optimalidad) de la aproximacién en la norma H' es
condicién suficiente para la optimalidad en norma L? bajo ciertas condi-
ciones en el operador.

En nuestra situacién demostramos, entonces, primero la optimalidad
de la convergencia en la norma de H* de la H!-proyeccién sobre M, , dela
solucién u, para luego ilustrar la convergencia éptima en la norma de L? de
esta proyeccién a través del uso del problema adjunto.

Consideramos entonces p = u — W, donde u es la solucién de (1) y ¥
es la H'-proyeccién de n sobre M, , i.e. W estd definida por

dp Ov
2F = = Yo<t< .
<305, >t <pv> 0 WweM,.,, 0__t_T (4.1)

Se tiene
lolly < Ch ™ Hull, (4.2)

(€ < p; con C independiente de k). En efecto,
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lIll} = llo=II* + llol®
=L Py P >+ < pyp >

dp 0 '
=<2 _w -W
<ax,8x(u ) >+ <pu >
dp
=< ot >+ <pu> (por(4.1))
=< g—g,u, ~v, >+ < p,u—v> conv € M,, (por (4.1))
z

< lpe lllue = vall + lfpllfu — vl
< llellalle = ofls + lollflw — vl
luego,
oll =1 < flu—vlli +|lu—vf

Elegimos ahora v € My, tal que ||u —v||, < Ch*™ *||u|,,a =0,1;¢ < p,
donde C no depende de h. Esto es posible por propiedades aproximativas
de los splines (Ver por ejemplo, M.Schultz [5]).

Tenemos asf :

llell; < CR*lulle

y esto prueba (4.2).

Recurrimos ahora a la dualidad, Aubin-Nitsche [1],[4], considerando la
solucién f del problema (3.1) con g = p.
Se tiene

o> =< p,p>=<p,~foe + >
=<p:,fo >+ <p,f>
=< porfe -, >+<p,f—-v> (por (4.1))
< lollllf = vl +1lellllf = ol
< ellullf = vlls + llell )| f = vl
= {IIf = vlls +If = vll}ell:
< C{If = vlls +1IF = vlI}25 *Julle (por (4.2))

Elegimos ahora v de modo que

0= ol + 1 —ol < ChISl  (22)

(Ver, por ejemplo, M. Schultz [5]).
Entonces:

lol* < Clifllah*(lulle
lell* < Cliell Aflulle  (por (3.2))
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Asi tenemos:
'l < Ch” uify, 0LZtLT, (4.3)

De (4.3) se desprende que la H'-proyeccion sobre M, , tiene razén de con-
vergencia 6ptima. En forma andloga se puede demostrar que:

‘ipcii < Chl‘ u:liz (4'4)

5.- Razén de Convergencia de la Aproximacién de Ritz-Galerkin

Nos interesa ahora la estimacién del error

e=u—-U
:(u—W)—i—(W—U)
=p+ (W =U)

W es la proyeccién definida en 4.
Sead =W -U

<W,v>=<W,v>+<U ~u,v>+<U, —u,,v> por(1.1) y (2.1)

<W,-U,v>=<W, —u,v>+<U, —u;,v>
=< W, —u,v>+<U, -W,o>+<W, —u,,v>ved,,

Tomando v =W — U € M, ,, resulta:

%%HW—UW =<W,-u W-U>+<W, —u, W-U>
%ditnw U =<pW-U>+<p,W-U>

AR A R

S0P < Lo + Lol + 2001

Con las desigualdades (4.3) y (4.4) se tiene,

d

5 1017 < Ch 2 (lul? + i) + 20017 (5.1

Por otra parte,

1000} < IOV = w)(0). + l|(u — U)(0)
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Si escogemos U, de modo que:

”uO - Uo” S Chl

(Us puede ser, por ejemplo, la interpolacién o la proyeccién en L? sobre M
de ug). Se tiene:

18(0)I* < €1+ fluo 2)2¢

Integrando en (5.1):

t t t
017 < €1+ ol + h>( [l + [l ) +4 [ o)
0 0 0
t
S Ch2!—2{1 + HUQH:: + “u”i’lo.T.H ¢ + ”u"![zo,T.H (l} + 4/ ”0“2
0

Aplicando el Lema de Gronwall (ver, por ejemplo, R. Bellman (2]):
161 (t) < Ch**~2{%}ezp(8t)

I8 (8) = o.7.L7) < CR?=2{%} (5.2)

Consideremos ahora una estimacién del error
e=u—-U:

lelZwo.r2a) < 2lelze o, 2oy + 20002 = 0.2 11,
< CR 2 (ullw o rm g + 1+ fluo 2+

”"’”i’[o.r.ﬂ q t flu. ”i’IO,T.H ¢|)

Finalmente tenemos la estimacién:

llellzeo,r.) < CRE -1

donde C no depende de k. Venios que siempre se obtiene la razén de conver-
gencia h*~' paralanormade L? que noes la éptima h®. Como se muestra en
Dupont (3], es posible, a veces alcanzar esta Gltima razén de convergencia.
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